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l Elementare Wetten

Grundlegende Unterscheidungen

Unter einer Wette W (i.w.S.) verstehen wir einen Vertrag, in dem zwei Parteien (im Folgenden Spieler und Bank
genannt) Leistungen vereinbaren, die von beiden Parteien zu erbingen sind, wenn bestimmte Ereignisse eintreten, die
zum Zeitpunkt des Vertragsabschlusses unsicher sind. Bei der "Bank" kann es sich um einen personlichen
Gegenspieler handeln oder um eine Organisation, die Wetten mit einer grofReren Zahl von Spielern abschlief3t. Wir
betrachten im Folgenden ausschlief3lich Wetten, deren Leistungen in der Zahlung von Geldbetrégen besteht.

Wir unterscheiden zwischen Wetten unterschiedlicher Struktur:
» Elementare Wetten (die auf ein einzelnes Ereignis A abgeschlossen werden)
» Multiwetten (die sich auf mehrere Ereignisse Aq, Ao, As, ... zugleich beziehen)

Die Rollen von Spieler und Bank sind in vertraglicher Hinsicht nicht immer symmetrisch. So kommt esin der Praxis
vor, dass der Spi€eler sich zu einer Leistung (Geldzahlung) bereit findet, die Bank jedoch keine bestimmte (sondern
nur eine variable) Auszahlung zusichert. Diesist z.B. notwendig der Fall, wenn die Auszahlungsleistung nach dem
Prinzip des Totalisators festgelegt wird (vgl. N&heres dazu im Abschnitt Gber Multiwetten). Die meisten Lotterien, das
Zahlenlotto und (selbstredend) FuRball- und Pferde-Toto gehdren zu diesem Typ.

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit elementaren Wetten.

Bel einer elementaren Wette W (im Folgenden kurz: Wette) ist es (aul3er beim Totalisator, s.0.) der Normalfall, dass
beide Parteien ihre Leistungen exakt im Voraus festlegen.

Einsatz und Gewinn

Der Spi€eler zahlt an die Bank einen positiven Betrag e (den Einsatz der Wette). Wenn das Ereignis A eintritt (d.h. der
Spieler die Wette gewinnt), zahlt die Bank an ihn einen zuvor vereinbarten positiven Betrag b (den Bruttogewinn).

Bei einer sinnvollen Wette Ubersteigt der Bruttogewinn den Einsatz: b > e, sonst bliebe dem Spieler, der die Wette
gewinnt, nach Abzug seines Einsatzes kein positiver Reingewinn g = b — e. Wir nennen g kirzer Gewinn und fassen
ihn (in Anbetracht der Unsicherheit des Ereignisses, auf das gewettet wird) als Wert einer Zufallsvariablen G auf.
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Auszahlungsquote, Verhaltnis, Wettquotient

Das Verhdltnis von Bruttogewinn zu Einsatz heif3 Auszahlungsquote q (kurz: Quote) von W:

q=2

Fir den Gewinn gilt: g = gqe—e=(q- 1) e. Somit gibt der Wert q— 1 das Verhdtnis von Gewinn zu Einsatz wieder;
wir nennen ihn Nettoquote und bezeichnen ihn mit ¢.

Gelegentlich wird die Quote einer Wette durch ein ganzzahliges Ver héltnisindirekt angegeben. Lasst sich ein Spieler
z.B. auf eine Wetteim Verhéltnis2: 1ein, soist er bereit, 2 Geldeinheiten einzusetzen, wéhrend die Bank (als
Gegenspieler) 1 Geldeinheit einsetzt. Den Stock von 3 Geldeinheiten erhdlt der Gewinner. Somit entspricht dem
Verhdltnis2: 1 die Quoteq = % .

Ein Spieler, der eine Wetteim Verhdtnis 2 : 1 abschliefit, wird dies verniinftigerweise nur tun, wenn das "Treffer"-
Ereignis A fir ihn doppelt so wahrscheinlich ist wie das Gegenereignis A. Entsprechendes gilt nattrlich auch fir den
Gegenspieler im umgekehrten Verhadtnis. Beide Parteien driicken mit dieser Wette die (epistemisch zu deutenden)
gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten P(A) = % ,PA) = % aus. (In Wirklichkeit gehen viele, wenn nicht die meisten
Spieler auf Wetten ein, die einer Wahrscheinlichkeitsbeurteilung keineswegs standhalten. Solches nicht-rationale
Verhalten wurzelt oft darin, dass man in einer Risikosituation den "grof3en Gewinn" oder auch nur spannende
Unterhaltung sucht.)

Der Sachverhalt soll allgemein beschrieben werden. Unter einer Wette (im Verhaltnis) s: t verstehen wir eine Wette
mit der Quote q = %t ; der Kehrwert dieser Quote heil3t Wettquotient w:

W:——:l
S+t q

Unter bestimmten Bedingungen, die rationales Verhalten definieren, bringen Wettquotienten die epistemischen
Wahrscheinlichkeiten der Beteiligten Spieler zum Ausdruck.

Wir treffen folgende Vereinbarung:

Fehlt bel einer Wette eine Angabe zu Verhdltnis, Wettquotient oder Quote, so gehen wir stillschweigend von dem
Verhdltnis1: 1 aus (Standard-Wette). Die Quote einer Standard-Wette betragt somit 2.

Gewinnerwartung

Ist eine objektive Wahrscheinlichkeit p = P(A) bekannt (z.B. aufgrund physikalischer Symmetrien), so ist der
Erwartungswert E(G) des Gewinns (kurz: Gewinnerwartung) definiert, und es gilt:

EG =pg+1-p (-9

Wir verwenden g = (q— 1) e und erhalten:

E(G) =(pg-De
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Ublicherweise heif’t die Wette fair (oder gerecht), wenn E(G) = 0, (fiir den Spieler) giinstig, falls E(G) > 0, sonst
unginstig.

Legt man die frequentistische Deutung der Wahrscheinlichkeit zugrunde, so schétzt die Gewinnerwartung den
mittleren Reingewinn, den der Spieler bei wiederholten Durchfihrungen der Wette erzielt. Bei einer fairen Wette
kommt es auf léngere Sicht zu einem angendherten Ausgleich zwischen Spieler und Gegenspieler (bzw. Bank).

Man sieht ohne weiteres ein:

1. EG =0 p=w
2. EG>0= p>w
3. EG) <0 p<w

Danech ist eine Standard-Wette genau dann fair (giinstig, ungiinstig), wenn p= = (> 2, < ) gilt.

Wetten auf das Gegenereignis

Wir bezeichnen mit A' das Gegenereignis zu A und entsprechend mit p' = 1 — p. Einigen sich Spieler und
Gegenspieler auf eine Wette mit dem Verhdtniss: t, so lautet die zu A gehdrige Quote q = %t und die zu A’

gehorige Quote q' = 5+Tt . Offenbar gilt
1 1
—+—-=1
q q

Zwischen den Gewinnerwartungen E(G), E(G") von Spieler bzw. Gegenspieler besteht folgende Beziehung:

E(G) = -E(G)

Beweis. Wettet der Spieler den Einsatz e auf A, soist sein Reingewinn (q— 1) e gerade der Einsatz e' des
Gegenspielers. Dies ergibt sich auch rechnerisch sofort aus der Proportione: e'=s:t; esgiltjae' = é e und
q-1= é .Wegenq' = % erhalten wir damit fur das Verhétnis der Gewinnerwartungen:

—p)--3_ 1) (-
EG) _ (Pd-De _ (@-pg-1) @D - pa-@d _ _q 4
EG ~ (pg-De pg-1 pg-1
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l Die Wiirfelspiele des Chevalier de Méré

Der Chevalier de Méré war ein franztsischer Edelmann des 17. Jahrhunderts, der in seinen reichlich vorhandenen
Muflestunden dem Glicksspiel frénte. In seinem Salon tbernahm er gerne die Rolle der Bank, wenn er glaubte, damit
gut verdienen zu kénnen. Beliebt waren Wirfel spiele mit mehreren Wiirfeln. Es wurden Standard-Wetten im
Verhdltnis1:1 (mithin zur Quote g = 2) abgeschl ossen.

m Daserste Spiel

Vier Wirfel werden geworfen. Es wird auf das Ereignis gewettet, dass keine Sechs darunter vorkommt.

Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit:
_ 1\4 _(5\4_ 625 _ 1
P=(1-3)"=(2) = 15 ~ 0482253 < 3

Das Spidl ist ungunstig fir den Spi€eler, ginstig fir die Bank. Die Gewinnerwartung betragt bei einem Einsatz von 1
Geldeinheit:

EG) =p-2-1= —?2435 ~ —0.0354938

Als"Bank" war der Chevalier somit in der Position, durchschnittlich gut 3.5 % aller gesetzten Geldbetrége
einzustreichen.

m Daszweite Spiel

Zwei Wirfel werden 24-mal geworfen. Es wird auf das Ereignis gewettet, dass keine Doppel sechs darunter
vorkommt.

Herr de Méré meinte zunéchst, dieses Spiel sei nur eine Variante mit gleichen Gewinnchancen wie beim ersten Spiel.
Die Wahrscheinlichkeit fir eine Doppel-Sechsist ja ein Sechstel der Wahrscheinlichkeit, mit nur einem Wrfel eine
Sechs zu werfen. Man kodnnte also vermuten, dass 6-mal mehr Versuche mit zwei statt vier Wirfeln die alte
Wahrscheinlichkeit hervorbringt. Dieses "Proportionalitéts-Denken” fihrt in die Irre. Der Chevalier hatte kein
Einsehen, wurde aber durch Verluste in der Praxisirritiert.

Die Gewinn-Wahrscheinlichkeit lautet:

p=(1- %) =(2)" ~ 0508506 > %
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Diese Wette ist also fiir den Spieler giinstig! Setzt dieser 1 Geldeinheit ein, so ergibt sich fir ihn die positive
Gewinnerwartung

E(G)=p-2-1~0.0171922

die auf lange Sicht der Bank Verluste einbringt. Der Chevalier hatte es bemerkt.
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l Multiwetten

Begriffliche Unterscheidungen

Im allgemeinsten Sinn ist eine Multiwette W eine Wette, die sich auf mehrere (unter Umsténden auch abzéhlbar-
unendlich viele) Ereignisse Ay, ..., A, ... bezieht. Je nach der Art der Leistung, zu der sich der Spieler vorab
verpflichtet, lassen sich zwei Typen unterscheiden.

m Wetten vom Pauschaltyp

Wie bei einer elementaren Wette zahlt der Spieler an die Bank einen einzigen Einsatzbetrag. Die Gewinn-Situation ist
nun aber nicht an ein Ereignis allein gebunden. Vielmehr kdnnen verschiedene V ersuchsausgdnge zu variierenden
positiven Auszahlungen an den Spieler fihren. Ein bekanntes Beispiel ist das Zahlenlotto, bei dem gemaf3 der
erzielten Gewinnklasse ausgezahlt wird. Beim . Petersburger Spiel haben wir es sogar mit unendlich vielen
Gewinnklassen zu tun (vgl. den betreffenden Abschnitt).

m Wetten vom Individualtyp

In diesem Fall realisiert der Spieler eine Einsatzverteilung (ey, ..., €,) auf das— als endlich vorausgesetzte —
Ereignissystem (Aq, ..., Ay), d.h. er setzt den Betrag e auf das Ereignis A (i =1, 2, ..., n).

Eine Multiwette dieses Typs kann durch Zusammenfassung (K opplung) mehrerer Einzelwetten Wy, ..., W, zustande
kommen, wobel die Gegenspieler jeweils andere sein kdnnen. Esist aber auch méglich, dass ein und dieselbe Bank
als Partner bei alen Teilwetten auftritt. In diesem Fall bilden die Ay, ..., A, hdufig die (sich wechselseitig
ausschlieflenden) Ausgénge eines Zufallsversuchs, z.B. beim Roulett (vgl. dazu den Abschnitt Gber Roul ett).

Anmerkung: Formal kann man Wetten vom Pauschaltyp dem Individualtyp unterordnen, indem man eine konstante
Einsatzverteilung annimmt und deren Summe a's Einzeleinsatz betrachtet.

m Vollstandigkeit

Von besonderem Interesse sind vollstandige Multiwetten, bei denen mit Sicherheit wenigstens eines der Ereignisse
A eintritt, der Spieler also mindestens eine Teilwette gewinnt.
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Das Prinzip des Totalisators

Der Totalisator ist ein verbreitetes Prinzip zur Festlegung von Quoten. Diese erfolgt nachtraglich seitens der Bank, die
zunéchst die Einsdtze aller Spielteilnehmer bis zu einem Stichzeitpunkt sammelt. Danach werden die Quoten
festgelegt und die Gewinne ausgeschiittet. Der insgesamt an die Spieler zuriickflieRende Betrag ist allerdings nur ein
Tell der Einsatzsumme, der nach Abzug von Steuern, Betriebskosten und dgl. mehr tbrig bleibt. Beim Zahlenlotto
z.B. vermindert der Totalisator die Einnahmen um mindestens 50 %.

Ein Glicksspiel nach dem Totalisatorprinzip lasst sich als Multiwette eines Spielerkollektivs gegen die Bank
auffassen. Die Besonderheit: Das Spielerkollektiv verliert immer (zumeist sehr hoch), wahrend einzelne (zumeist
sehr wenige) Spieler Gewinne in bisweilen betrachtlicher Hohe erzielen kdnnen. Dem Reiz grof3er, wenn auch
unwahrscheinlicher Gewinne verdanken Totalisator-Spiele ihre hartnéckige Popularitét. Ohne sie geht es auch nicht,
da"Mega-Gewinne" ein entsprechend grofRes Spielerkollektiv voraussetzen.

Wir wollen das Totalisatorprinzip formal beschreiben: Bezeichnet g den auf das Ereignis Ag eingesetzen
Gesamtbetrag (d.h. den Einsatz des Spielerkollektivs), soist

S=g+6+..+6

dietotale Einsatzsumme ( = Einnahme der Bank). Fir den auszuschittenden Betrag schreiben wir 8-S, wobei 6 den
Ausschittungsanteil mit 0 < § < 1 angibt. Im Fall 6 = 1 wiirde die Bank ihre Einnahmen vollstandig wieder
ausschiitten. Die komplette Einbehaltung der Einnahmen (6 = 0) bleibt auRer Betracht, da sie den Charakter der Wette
aufhobe.

Wie sollen nun die Quoten gx zu Ay festgesetzt werden? Ein naheliegendes und einfaches Verfahren ist folgende
antiproportionale Definition:

Ok = ik—s (k=12 ...n)

Diese besagt: Ereignisse Ay, auf die insgesamt grof3e Einsdtze gewettet wurden (welil die daran beteiligten Spieler an
deren Eintreten glauben), erhalten umso niedrigere Auszahlungsquoten.

Beispiel: Auf AuRRenseiter beim Pferderennen zu setzen, ist nicht besonders erfolgversprechend (weshalb auch nur
eine Minderheit dies wagt). Umso hoher falt die Auszahlungsquote aus, wenn dann wider Erwarten solche Wetten
gewinnen.

Anmerkung: Esist mdglich und praktibel, die Quoten nach einer anderen Vorschrift als der hier formulierten zu
berechnen. Dabei ist aber stets eine Reziprozitét von Einsatzhéhe und Quote zu beachten. — Fiir das Folgende
verzichten wir auf die Betrachtung solcher Varianten.

Aufgrund der antiproportionalen Festlegung der Quoten g lasst sich sofort eine Aussage Uber die zugehdrigen
Wettquotienten wi, gewinnen:

W1+W2+...+Wn:%

Beweis. Unter Berilicksichtigung der Definition der wy (= i) ergibt sich
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RIS

Wettquotienten sind dazu geeignet, Glaubensgrade (epistemische Wahrscheinlichkeiten) auszudriicken (vgl. den
Abschnitt Gber Elementare Wetten). Bei einem Totalisator-Spiel ist dies nach obiger Gleichung aber nur fir 6 = 1
maoglich, daandernfalsdiew;, ..., w, keine Wahrscheinlichkeitsverteilung Uber der Ereignismenge {Ay, .., An}
darstellen. Im Sinne der Wahrscheinlichkeitslehre ist daher die Teilnahme an einem Totalisator-Spiel mit 6 < 1 nicht
rational!

Gewinnerwartung bei Multiwetten

Es soll der Erwartungswert E(G) des Gewinns G berechnet werden, den ein Spieler bei einer vollstdndigen
Multiwette vom Individualtyp mit gegebener W-Verteilung erzielt. Wir nehmen dazu firk =1, 2, ..., n an:

» Der Spieler setzt den Einsatz g = 0 auf das Ergebnis A (wobei S=¢e; + e + ...+ &, > 0).
» Die Wahrscheinlichkeiten p, = P(Ax) sind bekannt (wobel p1 + p2 + ... + ph = 1).

» Die Auszahlungsguoten gk sind bekannt.

Man kann sich die Situation als (p1, p2, ..., Pn)-Bernoulli-Rad vorstellen, auf dessen Sektoren 1, 2, ..., n
beziehentlich die Einsdtze ey, &, ..., €, gewettet werden. Die Einsatzsumme S streicht die Bank ein. Gewinnt Sektor
k, erhdlt der Spieler den Betrag gk &« ausbezahlt.

Der Reingewinn gy im Fall des Spielausgangs Ak ergibt sich damit zu g« = g« e« — S. Die Zufallsvariable G kann die
Werte g, 02, ..., g« anehmen. Uber ihren Erwartungswert |&sst sich zeigen:

m Satz Uber die Gewinnerwartung

EG) =) (@ p-De
k=1

Beweis: 1. Die Gleichung ergibt sich durch direktes Auswerten der Summe E(G) = >.2_; Ok Pk unter
Beriicksichtigung der oben verabredeten Annahmen und Bezeichnungen (Einzelheiten als Ubung).

2. Ein anderer Beweis nutzt die Additivitdt des Erwartungswertes aus. Wir denken uns die Multiwette in n elementare
Teilwetten Wy, ..., W, zerlegt. Bei W setzt der Spieler den Betrag e, auf A und den Betrag O auf alle lbrigen A,
mit j # k. Dann erhdlt man qx ex — & = (Qk — 1) & a's Wert der Zufallsvariablen Gy, die den Gewinn der Wette W
darstellt. Dabekanntlich E(Gk) = (gk pk — 1) & (vgl. den Abschnitt Uber Elementare Wetten), ergibt sich:

EG =EG1+..+G)=EG) +..+EG,). =

m Gewinnerwartung bei Totalisator-Spielen

Wir werten den k-ten Summanden in der Formel fir E(G) mit der Totalisator-Quote gy = %S aus und erhalten:

(O pk—l)q=(i;s pk—l)eK=GSpk—eK. Damit ergibt sich
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n n n
EG) =) (0Sp-80=0S) p— ) &=6S-S
k=1 k=1 k=1

und schliefdlich die Formel:

EG=06-1S

Wegen 6 < 1und S> 0 ist E(G) < 0, d.h. ein Totalisator-Spidl ist niemals glinstig. Im Normalfall 8 < 1ist eswegen
E(G) < 0 sogar ungiinstig. Der mittlere Gewinn, auf den ein Teilnehmer (hier: das Spielerkollektiv) auf [angere Sicht
hoffen darf, ist proportional zur Summe aller eingesetzten Betrége. Der Proportionalitétsfaktor 6 — 1 gibt den
negativen Anteil an, den die einbehaltenen Einnahmen an dieser Summe ausmachen. Die Proportionalitdt zu S bringt
zum Ausdruck, dass von allen Einsétzen g, derselbe Anteil einbehalten wird.

Der groRe franzdsische Schriftsteller und Philosoph Voltaire soll es verstanden haben, aus allen Gelegenheiten Geld zu schlagen. Den Grund zu seinem
betrachtlichen Reichtum hatte er mit einer Lotterie gelegt, die vom damaligen absolutistischen Staat veranstaltet wurde. Voltaire und der Mathematiker
La Condamine fanden fur deren Ausschittungsanteil > 1 heraus (!). Nachdem sie finanzkraftige Partner ins Boot geholt hatten, kauften sie fast die
ganze Auflage der Lose auf. Der Finanzminister war zuerst zufrieden iber den guten Absatz, musste am Ende aber den Fehler einrdumen und (durch
einen Gerichtsbeschluss gezwungen) die Gewinne zu Lasten der Staatskasse ausbezahlen.

m Erwartungsstabilitat

Ist E(G) proportional zur Einsatzsumme S, so kann ein Spieler die Gewinnerwartung nicht beeinflussen, gleichglitig
wie er die einzelnen Einsétze in der von ihm insgesamt gesetzten Summe S auf die Spielausgange verteilt. Fir
Totalisator-Spiele geht dies unmittelbar aus der oben bewiesenen Formel hervor. Es gibt aber auch andere
Multiwetten (z.B. Roulett), bei denen Gewinnerwartung und Einsatzsumme proportional sind.

Wir nehmen dies zum Anlass folgender Definition:

Eine Multiwette (bzw. das zugehdrige "Glicksspiel") heiRe erwartungsstabil (kurz: stabil), wenn E(G) =2-S
gilt mit einem festen A € R, Stabilitétskoeffizient genannt.

Beispiele: Fir Roulett gilt A = — 3—17 (vgl. den Abschnitt Gber Roulett). — Das Gliicksspiel Lustige Seben ist hingegen
nicht stabil. Es lassen sich Einsatzverteilungen finden, deren Gewinnerwartung grof3er ist als die aler anderen
Einsatzverteilungen (vgl. die Ubungsaufgaben).

Stabile (vollstéandige) Multiwetten werden charakterisiert durch den folgenden Satz:

Stabilitatskriterium

Eine Multiwette ist stabil genau dann, wenn gk px = const (1 < k < n).

Beweis. 1. Sei gk px = const (k =1, 2, ..., n). Wir setzen A := gk px — Lund erhalten sofort E(G) = A S. — 2. Sei nun
umgekehrt E(G) = A S. Dann gilt fir alle Einsatzverteilungen ey, ..., &, mit der Summe S:

n n
Dl p-Dac= ) de
k=1 k=1

Speziadisiert mane; = Sund g =0 firk £ 1, so ergibt sich: (g; p1—1) S=2ASunddamit q; p; = const (= A+ 1).
Fire, =Sund e =0 (k# 2) folgt in derselben Weise: g, p, = const, usf. bise, =S, ex=0flrk+n. =
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Esist aufschlussreich, sich vor dem Hintergrund des Stabilitatskriteriumsin die Rolle der Bank zu versetzen, dieein
bestimmtes "Gllicksspiel" veranstaltet. Natlirlich mdchte sie von allen Versuchsausgangen gleichmaiig profitieren,
d.h. sie muss eine stabile Multiwette anbieten und daf ir sorgen, dass zu gegebener Totalsumme S aller Einsétze ihre
Gewinnerwartung E(G) stets gleich bleibt. Nach dem Stabilitétskriterium wird dies garantiert, wenn nur die Quoten
O« proportional den Kehrwerten der Wahrscheinlichkeiten py sind.

Derselbe Sachverhalt 18sst sich auch mit den friiher betrachteten Wettquotienten (wy = q_lk ) formulieren: Stabile

Multiwetten sind dadurch gekennzei chnet, dass ihre "objektiven”" Wahrscheinlichkeiten p, und die Wettquotienten
W (durch diefir die Versuchsausgange A "subjektive" Wahrscheinlichkeiten ausgedriickt werden) proportional
sind. Genauer gilt (mit dem Stabilitatskoeffizienten A):

pk=A+2)w firalek=12, ..,n

Fir Totalisator-Spielegilt: A = 0 — 1 und wy = 671 py.

Opportunistisches Spielverhalten

Das Folgende bezieht sich auf Multiwetten, deren Quoten nach dem Totalisatorprinzip ermittelt werden.

m Zweistufige Dynamik

Es kann (wie beim Pferderennen) vorkommen, dass die Totalisation der Einsdtze zweistufig erfolgt. Zum Zeitpunkt,
der die beiden Stufen voneinander trennt, wird eine Art "Zwischenbilanz" gezogen, d.h. die bis dahin (in sog.
Vorwetten) gesetzten Betrége ey, ..., €, werden (nach dem Totalisatorprinzip) in Quoten umgerechnet: gy = %(S—

(k=1, ..., n), und &ffentlich bekanntgegeben.

Die Spieler erfahren auf diese Weise, wie das Spielerkollektiv die Wette einschétzt. Ein einzelner Spieler hat nun eine
ggfs. zweite Gelegenheit, Geldbetrage zu setzen. Er kann sich dem Trend anschlief3en, d.h. auf favorisierte Pferde
bevorzugt wetten, oder ein hdheres Risiko bei Aul3enseitern eingehen, um von einer htheren Auszahlungsguote zu
profitieren. Auf dem Rennplatz gibt es dazu allerlei "impressionistischen" Hintergrund: Besichtigung von Pferd und
Jockey in der Vorfihrrunde, Insider-Tipps aus der Gertlichtekliche, usw.

Die neuen Einsétze, die sich wéhrend der zweiten Stufe ansammeln, seien mit ey*, ..., e,* bezeichnet, entsprechend
S =e* + ... + &*. Diefinalen Quoten g¢* werden daraufhin nach dem Totalisatorprinzip errechnet, wobei fir A, die
Summe aus beiden Stufen e + e* zu Grunde gelegt wird.

Wir wollen annehmen, dass sich das Spielerkollektiv opportunistisch verhélt. Das einfachste derartige
Verhaltensmodell wird durch die proportionale Beziehung e¢* o wy dargestellt. Wir notieren siein der Form

e’ =
= —
Ok

fUr einereelle Konstante @ > 0. — Es |&sst sich zeigen, dass unter dieser Voraussetzung die finalen Quoten mit den
Quoten aus den Vorwetten Uberei nstimmen:

Qk* — Qk fur a”ek: 1, 2, ey N
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Beweis. Zunéchst bestimmen wir den Wert von «. Es gilt

Esist also @ = 6 S*. Damit erhalten wir

., 0(S+S) 6(S+S)  6(S+S)

% = a+er IS, e T 9S40 %=
& %k

Ok

m Konvergenz bei mehrstufiger Dynamik

Es soll noch eine andere M odellierung opportunistischen Spielverhaltens erwahnt werden. Sieist bei beliebig
wiederholbaren Spiel durchgangen realisierbar und beschreibt ein Spielerkollektiv, das seinen Einsatz auf dem
Ausgang Ax proportional zum mittleren Gewinn wahlt, der im bisherigen Spielverlauf auf A, verwirklicht wurde. Die
Teilnehmer miissen dabei weder die objektiven Wahrscheinlichkeiten p, kennen noch die Auszahlungsquoten gy, die
der Totalisator auf jeder Stufe ermittelt.

Man kann zeigen: Im Laufe der Zeit entsteht eine Folge von Wettquotienten wi (1), wg(2), Wi(3), ..., dieflrt - co
gegen 71 p (mit Wahrscheinlichkeit 1) strebt. [Vgl. A. Schreiber: Zur Anpassungsdynamik subjektiver
Wahrscheinlichkeiten. Grundlagenstudien aus Kybernetik und Geisteswissenschaft 21 (1980), 117-125]. Die hier
angenommene Form des Opportunismus stabilisiert somit zumindest auf lange Sicht ein dynamisches Wettsystem. Fir
6 = 1sind die Wettquotienten wi(t) als subjektive (epistemische) Wahrscheinlichkeiten interpretierbar, die
stochastisch gegen die objektiven Wahrscheinlichkeiten py konvergieren.

Eine Summenregel fur Quoten

Bei vielen Gliickspielen ist es iblich, aus den vorhandenen Elementarereignissen Ay, ..., A, neue Ereignisse
zusammenzusetzen. Z.B. werden im Roulett zwel benachbarte Zahlenfelder zu einer neuen "Chance" (als Cheval
bezeichnet) verkoppelt.

Wir betrachten allgemein den analogen Fall, dass Versuchsausgange A;, A, zu einem wettbaren Ereignis A
verbunden werden. Es stellt sich dann die Frage, wie die Quote g fur A festzulegen ist, wenn die Quoten gy, g, fir Ay
bzw. A, gegeben sind. Eine naheliegende V orgehenswei se erschliefdt sich durch folgenden Grundsatz:

Koharenzprinzip

Durch Ereignisbiindelung soll sich die Gewinnerwartung nicht &ndern.

Das hat unmittelbar zur Folge: Der Summand im Erwartungswert, der sich auf das zusammengesetzte Ereignis A
bezieht, liefert denselben Beitrag wie die beiden Summanden, die zu den Ereignissen A; und A, gehdren, zusammen.

Mit der oben hergeleiteten Formel fir den Erwartungswert E(G) ergibt sich:

@pr-De+(@p-De=Q(pPi+p)-DE+6)
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Die rechte Seite dieser Gleichung (mit der unbekannten Quote q) beschreibt den Anteil von A an der
Gewinnerwartung. Nach q aufgel 6st erhalten wir:

_ 01 P11 +02 P2€
(P1+ P2) (€1 + &)

q

Im allgemeinen liefert dieser Ausdruck keine von der Einsatzverteilung unabhangige Festsetzung der "V erbundquote’
g. Anders bel stabilen Wetten. Fir diese gilt namlich nach dem oben bewiesenen Stabilitatskriterium:
01 p1 =02 p2 = A + 1 (A Stabilitatskoeffizient), woraus mit p = p; + p2 = P(A) folgt:

_@A+D(er+e) A+1

~ pe+e)  p

Die Konstanz der Produkte aus Quote und Wahrscheinlichkeit gilt (bei stabilen Multiwetten) demnach auch fur
beliebige zusammengesetzte Ereignisse: qp= A + 1.

Die Formel zur Berechnung der Verbundquote g aus den Einzelquoten g; und g, ergibt sich aus dem bisher
Hergeleiteten ohne Mihe:

m Satz Uber die Verbundquote bei stabilen Wetten

jg L _-_P _ PitP2 _ P1 ., P2 _ 1
Sewas q a1 A+1 R a @

Anmerkung: Die Beziehung zwischen Verbundquote und Einzelquoten bei erwartungsstabilen Multiwetten ist formal
identisch mit der aus der Elektrizitétslehre bekannten Beziehung zwischen Gesamtwiderstand und parallel
geschalteten Einzelwiderstanden.
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l Aufbau des Roulettspiels

Die folgende kleine Studie zum Aufbau des Roulett-Spiels nutzt das begriffliche Instrumentarium der Abschnitte Giber
Elementare Wetten und Multiwetten. Auch die Materialien zum Roulett (Satzmdglichkeiten und Gewinnchancen auf
dem Tableau) sollten bekannt sein.

Unser Vorgehen dhnelt ein wenig einer "Neu-Erfindung" des Spiels. Am Anfang steht eine Liste mit plausiblen und
zweckmaliigen Anforderungen, aus der dann schrittwei se die konkreten Eigenschaften und Strukturen des Spiel
deduziert werden.

m Grundlegende Forderungen

Folgende (noch recht allgemein gehaltene) Eigenschaften werden fir Roulett gefordert:

R1. Es handelt sich um ein reines Glickspiel, d.h. Gewinn und Verlust werden zuféllig und nicht aufgrund von
Geschicklichkeit und intelligentem Verhalten redlisiert. Die Versuchsvorrichtung (Kessel) ist dazu mit einer Anzahl
gleichwahrscheinlicher Ausgange versehen. Als Vorbild kann ein Bernoulli-Rad mit gleichgrof3en Sektoren dienen.

R2. Die Ausgange sind Zahlen: Q0 = {0, 1, ..., n}. Die Zahlung beginnt bei 0, weil dem damit verbundenen Ereignis
Zero eine besondere Rolle zukommen soll. Die Zahl n werden wir spéter festlegen.

R3. @) Damit der Bankhalter ruhig schlafen kann, wird Erwartungsstabilitét verlangt. b) Um die Bank in eine
Vorteilsposition zu bringen, muss der Stabilitatskoeffizient negativ sein (A < 0). ¢) Um die Spieler zu motivieren,
muss die Gewinnerwartung maximal sein.

R4. Die Auszahlungsguoten auf alle wettbaren Ereignisse sind ganze Zahlen.

R5. Um den Spielern Abwechslung zu bieten, werden mdglichst viele zusammengesetzte Ereignisse in das
Wettgeschehen einbezogen.

R6. Bei der Realisierung des Gerétsist ein optimaler Kompromiss zu finden zwischen der physikalischen Kontrolle
(der Gleichverteilung) einerseits und der Ubersichtlichkeit fir die Spielteilnehmer (GroRe des Tableaus).

m Stabilitatskoeffizient und Quote

Die Wahrscheinlichkeiten der Roulett-Zahlen k seien py (k € Q). Esgilt nachR1und R2: pg = py=... = pn = —.

n+1
Wir notieren kirzer p = px.

Mit gx bezeichnen wir die Auszahlungsquote fir die Zahl k.
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Wird die Forderung R3 @) erflllt, so liefert das Stabilitatskriterium: g px = A + 1. Daraus ergibt sich sofort, dass ale
Zahlen k _dieselbe Quote q( = gx) erhalten. Wir 16sen die Gleichung nach A auf;

q —_—
n+1

A=qp-1=

Diein R3 b) geforderte Bedingung A < 0 ist daher genau dann erfllt, wenn g < n+ 1; dabei ist R4 zufolge q als
ganze Zahl zu wahlen. Die Forderung R3 ¢) nach grétmoglicher Gewinnerwartung (fiir den Spieler) macht diese
Wahl eindeutig. Denn fir eine stabile Wette gilt E(G) = A S, d.h. wir missen q so festlegen, dass A maximal wird.
Diesist genau fur g = n der Fall. Insgesamt erhalten wir damit Werte fiir die Einzelquote und den
Stabilitatskoeffizienten, die nur noch von der Tableaugrofie n abhéngen:

1

=nund A=-
q n+1

m Verbundquoten und Tableau

Um R5 Gentige zu tun, werden zusammengesetzte Ereignisse A c Q) in das Wettgeschehen einbezogen. Nach R4
muss auch deren Quote (A) ganz sein. Es ergibt sich nach dem Satz Uiber die Verbundquoten bei stabilen Multiwetten:

1 _1 1_ 1A
aA g Foet q q
|Al-mal
und damit:
q n
oA = — = —
[A] Al

Damit moglichst viele A' s definiert werden kdnnen, muss n zahlreiche Teiler besitzen. Bei n = 29 etwa erhielten wir
nicht eine einzige zusammengesetzte Gewinnchance. Auf der anderen Seite verhindert die Forderung R6 zu grofie
Werte von n. Denn damit wirde das Tableau zu uniibersichtlich, aber auch die Facher bzw. der zugehérige
Sektorwinkel des Kessels zu klein fiir eine zuverlassige Laplace-Maschine. Aus Griinden der Praktikabilitét wird man
daher n < 100 einschrénken.

Glicklicherweise bendtigen wir fir eine gréf3ere Teilermenge von n nicht unbedingt auch grof3e Zahlen. Ist n aus
wenigen kleinen Primfaktoren aufgebaut, so hat sie viele Teiler. Wir verschaffen uns einen Funktionsverlauf der
Teileranzahl von n fir 1 < n < 100:

<< Graphics~Graphics™
<< Model lbi ldung~Verteilungen™
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ta = Table[Length[Divisors[n]], {n, 1, 100}];
LinienDiagramm[ta, 1]

15¢
12.5¢
10¢

20 40 60 80 100

-2.5%

Die grofte Teileranzahl, die in diesem Intervall vorkommt, ist 12 (fir n = 60, 72, 84, 90, 96). Die nachstniedrigeren
Anzahlen sind 10 (fir n = 48, 80) und 9 (fir n = 36, 100). Immerhin hat die kleine Zahl n =24 bereits 8 Teller.

Fazit:

Als brauchbare Werte fir n bleiben: 24, 36, 48, 60.

Fir welches n sollen wir uns entscheiden? — Natlrlich ist das keine rein mathematische Frage mehr. Alle vier Werte
kommen prinzipiell in Betracht. Es lief3e sich allenfalls noch ihre "Ergiebigkeit” in Form des Quotienten L:) messen,

wobei t(n) = Teileranzahl von n bedeutet:

0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

24 36 48 60

Bei diesem Test schneidet die 24 am besten ab! Tatsachlich gibt es auch ein dem Roulett verwandtes Spiel namens
Roulca, das auf dieser Zahl aufbaut. Es wurde von dem Croupier Josef Schlosser wahrend seiner
Kriegsgefangenschaft in Frankreich erfunden und spéter im Kleinen Saal des Casinos Baden-Baden gespielt.

Bekanntlich baut das Roulett-Spiel auf dem "zweitbesten" Wert n = 36 auf. Zu jedem echten Teller t von 36 erhalten
wir aus unserer oben hergeleiteten Verbundguoten-Formel eine ganze Auszahlungsquote g und damit einen Typ von
Gewinnchance:
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Teiler t Quoteq Ereignisse (" Chancen")

18 2 sog. Einfache Chancen (18 Zahlen)
12 3 Dutzend, Kolonne (12 Zahlen)

9 4 [ nicht realisiert ]

6 6 Einfache Transversale (6 Zahlen)

4 9 Carré (4 Zahlen)

3 12 Volle Transversale (3 Zahlen)

2 18 Cheval (2 Zahlen)

1 36 Plein (1 Zahl)

Bei den einfachen Chancen Manque (1-18) und Passe (19-36) sowie bei allen Chancen mit Quote g = 4 sind die
Zahlenfelder verbunden. Eine Chance mit 9 Feldern wurde (vermutlich aufgrund der 3x12-Tableau-Geometrie nicht
realisiert. Man beachte: Im Regelwerk des Roulett werden die Gewinnzahlungen durch die Nettoquoten ¢ = q— 1
angegeben. Fir die "Bruttoquoten™ bestétigt man die im Satz (iber die V erbundquote formulierte " Summenregel” (als
Ubungsaufgabe).

m Gewinnerwartung

Der Stabilitatskoeffizient des Roulett-Spiels betragt A = — n—ii =- % ~ —0.027. Danach ist die Gewinnerwartung
—0.0027 x Einsatzsumme, d.h. unabhangig von der Art, wie die Spielchips auf dem Tableau verteilt werden, haben die
Spieler im Mittel mit einem Verlust von 2.7 % ihrer Einsétze zu rechnen. Ein irgendwie geartetes " Spielsystem"”, das

sichere Gewinne garantiert, ist damit ausgeschlossen.

Die berechnete Gewinnerwartung gilt allerdings nur fur die nicht-einfachen Chancen. Der Grund dafur liegt darin,
dass bel Ausgang 0 (Zero) die Einfachen Chancen (Rot, Schwarz, usw.) mit etwas mehr Milde behandelt werden. Die
Einsétze auf ihnen gehen nicht direkt verloren, und der Spieler erhalt zwel Wahlmdglichkeiten (was die Sache
rechnerisch etwas komplizierter macht): 1. Sein Einsatz geht zur Halfte verloren, oder 2. er wird gesperrt (en prison).
Kommt beim néchsten Spiel wieder Zero, erhélt die Bank den Einsatz, andernfalls wird er wieder freigegeben
(vorausgesetzt die Einfache Chance, auf der er liegt, gewinnt). Das klassische franzdsische Roul ett sieht bel
wiederholtem Zero sogar eine zweite Sperrung vor, die durch zwei Freigaben wieder aufgehoben werden muss.

Es soll hier darauf verzichtet werden, aus diesem Reglement und seinen Varianten die jeweiligen exakten
Stabilitatskoeffizienten fir das Einfach-Chancen-Spiel zu berechnen. Vgl. dazu [P. Davies, A.S.C. Ross. Repeated
zero at roulette. The Mathematical Gazette 63, No. 423 (1979), 54-56]. — Gehen wir von der vereinfachten Annahme
aus, wonach bei Zero die Bank die Hélfte des Einsatzes auf Einfachen Chancen einzieht, so ergibt sich:

A=-— 7—14 ~ —0.0135 (zur Ubung). Dieser Wert ist als realistische Nherung an die Realitét zu betrachten.
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Wetten auf Einfache Chancen haben (nicht zuletzt angesichts der gemaf3igt negativen Gewinnerwartung) ihren Reiz.
Wer 1000 € auf Rot setzt, gewinnt mit einer Wahrscheinlichkeit von 48.6 % weitere 1000 € dazu. Verglichen mit den
Gewinn-Wahrscheinlichkeiten beim Lotto und anderen Totalisator-Spielen ist dies ein auf3erordentlich hoher Wert.
Z.B. gewinnt man "4 Richtige" beim Lotto (6 aus 49) mit weniger als 1 Promille! Beim Roulett sind nattirlich grof3ere
Einsétze erforderlich und entsprechend gute Nerven, um die Alles-oder-Nichts-Situation auszuhalten. Bei 1angerem
Wetten mit kleineren Einsdtzen beeintréchtigt ein Spieler die Chance, von einer Laune des Zufalls zu profitieren, da
dann die grofRere Anzahl der Spieldurchgange zum statistischen Ausgleich und damit zu einer besseren
Approximation an die theoretische Gewinnerwartung fiihrt — und die ist bekanntlich negativ!
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l Eine doppelte Buchmacherwette

Aufgabe

In Coin City entscheidet sich am Wochenende die Stadt-Boxmeisterschaft im Halbschwergewicht zwischen
Johnny Cash und Nat Miller. Bruno, der gerne bei solchen Gelegenheiten wettet, setzt bei seinem
Buchmacher 100 $ auf den Sieg von Cash bei einem Wettverhaltnis 10 : 13. Als Bruno am Freitag vor dem
Kampf in einem anderen Stadtteil Eink&ufe macht, bemerkt er dort zuféllig einen Buchmacher, der Wetten
auf den Sieg von Miller im Verhaltnis 5 : 4 annimmt. Bruno denkt einen Augenblick nach (...?!...) und
findet einen Einsatzbetrag, der ihm bei jedem Ausgang des Kampfs einen positiven Gewinn garantiert.

Welche Einsatzbetrage kommen fur Bruno (bei der zweiten Wette) in Frage? Welche Gewinne kénnen
erzielt werden? Kann Bruno es so einrichten, dass die Hohe seines Gewinns unabhangig davon ist, wer als
Sieger aus dem Kampf hervorgeht?

Losung

Bezeichnungen:
A; = Sieg von Cash, A, = Sieg von Miller

Auszahlungsquoten:

10413 _ _ 544 _
g1 = 10 —2.3,q2— 5 =1.8

Einséatze:

e, =100, e, =X

m Welche Einsatzbetréage x kommen in Frage?

Wenn beide Wetten (zu einer vollstandigen Multiwette zusammengefasst) einen positiven Gewinn bringen sollen, sind
die Bedingungen zu erfullen:

qie;—(e1+€)>0

0o€2 — (61 +€2) >0
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Das Losungsintervall fiir den 2. Einsatz lasst sich leicht per Hand ausrechnen.

Auch Mathematica kann Ungleichungen l6sen:

| 125. <x < 130.

e, kann somit im offenen Intervall (125; 130) gewéhlt werden.

Zum Beispiel ergibt sich fiir e, = 126 $ die folgende Situation:

| {4., 0.8}

Das heift, bei einem Sieg von Cash beléuft sich Bruno's Reingewinn auf 4 $, bei einem Sieg von Miller auf 80 Cents.

m Welche Gewinne kdnnen erzielt werden?

Wir definieren die beiden Gewinnfunktionen:

Die Funktionsgraphen von g1 und g2:

H N w b |

126 127 128 129 130

Im gunstigsten Fall erzielbare positive Gewinne:
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w

w ~ O,

126 127 128 129 130

Im ungunstigsten Fall erzielbare positive Gewinne:

126 127 128 129 130

m Gleicher Gewinn unabhangig vom Ausgang der Wette?

Die Bedingung dafiir lautet: g;(x) = g2(x)

| 127.778

In diesem Fall betragt der Gewinn 2 $ 22 Cent:

| 2.22222

Ungefahr diesen Betrag hatte Bruno fir die Fahrt mit 6ffentlichen Verkehrsmitteln in jenen Stadtbezirk aufbringen
missen, wo er auf den zweiten Buchmacher stieR.
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l Gewinnsichere Einsatzverteilungen

Das Problem

m Vorbemerkungen

Das einfuhrende Beispiel "Eine doppelte Buchmacherwette" enthélt die Aufgabe, zu einer vollstdndigen Multiwette
mit zwei Ausgangen A;, A, Einsdtze e, e, zu bestimmen, die dem Spieler einen positiven Reingewinn unabhangig
vom Wettausgang garantieren.

Die Méglichkeit einer solchen gewinnsicheren Einsatzverteilung hdngt allein von den Auszahlungsquoten ab; die
Wahrscheinlichkeiten der Ausgange Ax spielen in diesem Zusammenhang keine Rolle.

Wir wollen das Problem in allgemeiner Form formulieren und 16sen.

m Formulierung des Problems

Wir setzen eine vollstandige Multiwette mit sich gegenseitig ausschliefenden Ausgangen A4, ..., A, und zugehdrigen
Quoten gy, ..., gy (sdmtlich > 1) voraus. Der Einsatz eines Spielers auf Ay werde mit g bezeichnet, die Summe aller
Einsétze mit S= e; + ... + &,. Der Gewinn (Reingewinn), der bei Eintritt von A erzielt wird, Iasst sich dann darstellen
as

Ok = Ok(er, ..., &) =0ce—S,wobeil<k=<n

Eine Einsatzverteilung (e, ..., €,) mit nichtnegativen e heif3e gewinnsicher, wenn gk(ey, ..., €,) > 0 fir adle
k=12, ..,n.

Aus der Definition ergibt sich sofort g > 0 fir allek = 1, 2, ..., n. (Bel einer gewinnsicheren Einsatzverteilung
entsteht unter allen Umstanden ein positiver Gewinn, es muss also auf sdmtlichen Ausgangen ein positiver Einsatz
gewettet werden.)

Wir stellen folgende Fragen:
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1. Unter welcher (hinreichenden und/oder notwendigen) Bedingung fir die Quoten gibt es gewinnsichere
Einsatzverteilungen?

2. Wielassen sich im Falleihrer Existenz die Einsatzbetrdge gewinnsicherer Verteilungen effektiv berechnen?

Defekt einer Wette

Der folgende Gedankengang hat heuristischen Charakter; er motiviert u.a. den Begriff Defekt einer Wette, der eine
Schlisselrolle bel der Ldsung unseres Problems spielt.

Daauf alle A« ein positiver Betrag gesetzt wird, liegt es nahe, die Multiwette auf jeweils Ay, ..., A, als elementare
Wette auf das Ereignis A( = A; + ... + Ay) zu deuten. Dabei ist S der Einsatz auf A.

Wir missen nun noch die Verbundquote q fur A festlegen.

Das Kohérenzprinzip (wonach sich die Gewinnerwartung durch die hier vorgenommene Biindelung der Wettausgénge
nicht &ndern soll) liefert im allgemeinen keine Quote, die von den Einsdtzen ey, ..., €, unabhangig ist. Wir wollen
daher (vortibergehend) annehmen, dass bei jedem Wettausgang ein konstanter Reingewinn g entsteht:

01 =...= 0On = 0. Indiesem Fall erhalten wir offenbar eine stabile Wette (esist E(G) = p1 g+ ... + ph g = Q).

Nach dem Satz tber die Verbundquote (vgl. den Abschnitt "Multiwetten") gilt in diesem Fall fur die (nach dem
Kohérenzprinzip ermittelten) Quote g und den zugehdrigen Wettquotienten w:

1 1 1

=— 4.+ —
q a1 On

Ist der Wettquotient w < 1, |&sst er sich als subjektive Wahrscheinlichkeit deuten, die der Spieler dem Ereignis A
zuschreibt. Da A objektiv sicher ist, erscheint alleinw = 1 as verniinftig. Nichtsdestoweniger sind in der Praxis fir w
Werte <1 und > 1 moglich. (So lieRRe sich etwaim Beispiel "Doppelte Buchmacherwette" der Wert

10 5 205
w= =

= ts =507 < 1dadurch erkléren, dass die erste Quote von einem Buchmacher festgelegt wird, der nichts von

dem zweiten Buchmacher und seiner Quote fiir das Gegenereignis weil3 —und umgekehrt.)

m Definition

Die Differenz v := 1 — w bzw. ausfihrlicher

heif3e Defekt der Multiwette mit den Auszahlungsguoten dg, ..., G-
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Das Hauptresultat

m Vorbereitung

Wir wollen — zur Vorbereitung des Hauptresultats — die heuristische Uberlegung des vorangehenden Abschnitts noch
etwas aushauen. Dabei gelte weiterhin die Annahme: g; =... =g, = g.

Esergibt sich: e g« = g + S= const, oder als Verhaltnisglei chung geschrieben:

1.1. .1

* . . . —
*) 91-92-----en—q1 W

Daraus lassen sich nun Einsétze g bestimmen, die einen konstanten Gewinn g unabhéngig vom Ausgang der Wette
garantieren.

Dadas Ereignis A in jedem Fall eintritt, ergibt sich der sichere Reingewinng =qS-S=(q-1) S. Wir stellen damit
die Einsatzsumme S wie folgt dar:

-9 _ 9 9
(**) S= -1 = q(l—%) = v

Tatséchlich l&sst sich aus (*) und (**) folgern:

-9 firk=
ek_qu firk=1,2, ..,n

Beweis: Man beachte, dasse; + ... + €, = S und Elg_v_ +o.+ L= Eg\7 gilt. Der Rest ergibt sich dann aus der

OnV
folgenden Hilfsbehauptung:

Essei Xg+ ..+ X =Y1+...+ Y0 UNd X : o..iXy = V1: ...: Yn. Danngilt xc = yi furalek=1, ..., n.

Beweis der Hilfsbehauptung: Es gibt einereelle Zahl «, sodass X = @ Yk (1 < k < n). Damit folgt
ShaXk=aYpiYkunda=1.m

m Satz Uber gewinnsichere Einsatzverteilungen

Folgende Aussagen sind &quivalent:
@ Zu jedem g > O existiert genau eine Einsatzverteilung mitg; =... = gh = 9.
2 Es gibt eine Einsatzverteilung mit g; > 0, ..., g, > 0.
3 Fur den Defekt v gilt: v> 0.

4 Fur alle Einsatzverteilungen gilt: g; + ... + gn > 0.

Beweis. Zunichst beweisen wir die Aquivalenz von (1)-(3) durch Ringschluss; anschlieffend wird (3) < (4) gezeigt.

(D = (2): Eine nach (1) existierende Einsatzverteilung erfiillt natiirlich auch Bedingung (2).
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(2) > (3): Sl (ey, ..., &) €ine Einsatzverteilung, die der Bedingung (2) geniigt, d.h. esgilt gx & — S= gk > 0 mit

1 <k < n. Wir erhalten daraus -+ < % und weiter Zn s Zn X = 1. Somit gilt fur den Defekt: v > 0.
0k S k=1 gy k=1 S

(3) = (1): Sel g > 0 vorgegeben und v > 0 (wiein (3) vorausgesetzt). Wir definieren eine Einsatzverteilung durch
g = % und zeigen g =g firk=1, 2, ..., n:

9 n g n g g n 1
Ok(e1, -\ En) :qke«—3=v‘ze‘ - 7_2@27(1_25]29

TatsAchlich sind die so definierten e (1 < k < n) die einzige Losung des Gleichungssystems g ex — (61 + ... + &) = 0.
Man zeigt dazu, dass die zugehdrige Matrix

G -1 .. -1
1 .. -1
-1 -1 .. ¢,

mit ¢, = ok — 1 (Nettoquoten) ist regulér ist (d.h. den Rang n besitzt).

(3) © (4): Fir eine beliebige Einsatzverteilung (ey, ..., €,) gilt:

a1 Gk k=1
n
e 1
=0< (_ - _)
; S

n n
4:>0<I;1(Qka<—5)=;gk

m Folgerungen

Der vorangehende Satz charakterisiert Wetten W, bei denen gewinnsichere Einsatzverteilungen méglich sind. Das

hinreichende und notwendige Kriterium dafUr lautet, dass der Defekt v von W positivist: v=1- 22—1 i > 0. Dem

Beweis entnimmt man, wie Einsétze ey, ..., &, effektiv zu berechnen sind, fir die sich ein vorgegebener konstanter
Reingewinn g ( > 0) ergibt. Esgilt: g = ﬁ firk=1,2, ..,n.

Beispiel: Eine vollstandige Multiwette habe die Quoten g, = 2, g, = 3.5, gz = 5. Wegen v = 0.0142857 > 0 lassen
sich gewinnsichere Einsétze finden, z.B. garantieren e; = 3500, e, = 2000, e; = 1400 einen sicheren Gewinn von 100
Geldeinheiten unabhéngig vom Wettausgang.

Wenn die Einsatzsumme S vorgegeben wird (um damit die Ausgaben fir die Wette zu beschrénken), so ergibt sich
fur den dann erzielbaren konstanten Gewinn g:

_ n 9 _9¢1_
S_Zkzl v v (1-v)

aso: g = -~ S. Die zugehérigen Einsitze lauten damit:
1-v
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S 1
-—firk=1,2, ..,n
1-v Ok

e =

Liegt bei einer Wette W eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (pz, ..., pn) Vor, so l8sst sich ein einfacher
Zusammenhang zwischen Gewinnerwartung und Defekt von W erkennen:

Ist W bei allen Einsatzverteilungen giinstig (fair, ungiinstig), so ist der Defekt von W positiv (Null, negativ).

Beweis. Wir behandeln den Fall, dass W gunstig bel allen Einsatzverteilungen (ey, ..., &) ist, d.h. esgilt:
E(G) = Y1 (0 px — D & > 0, und damit auch gx px — 1 > O fur dlek = 1, ..., n. Wir erhalten hieraus q_lk < px und

schlieRlichv =1 — Z

. o > 1= Zfa = 0.~ Analog verlaufen die tbrigen Falle. »

Defekt und Stabilitatskoeffizient

Bei stabilen Wetten |&sst sich der Zusammenhang zwischen Gewinnerwartung und Defekt v durch den
Stabilitétskoeffizienten A ausdriicken:

Beweis: Firr eine stabile Wette gilt: o px = A + 1, mithin erhalten wir i = P und

A+l
z”:i_ 1 Z”: 1
& qk_)t+lk=1pk_/1+1

=

Hierausergibt sichv=1- > sowiel = -~ . =
A+1 1-v

Folgerung fir Totalisator-Spiele:

Wegen)L:G—lwirdhierv:l—%.Esisifernerez1genaudann,wennv=0.

Geometrische Deutung

Dieser Paragraph wird zu einem spateren Zeitpunkt nachgeliefert.



