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Schon in der Antike hatte man brauchbare Theorien iiber sphérische und
parabolische Hohlspiegel entwickelt (vor allem Apollonios, Diokles und An-
themios, vgl. [2], S.90). Eine herausragende Rolle spielte dabei die folgende
optische Eigenschaft der Parabel bzw. des Paraboloids, das aus ihr durch
Drehung um ihre Achse hervorgeht: Parallel zur Achse einfallende Licht-
strahlen werden so reflektiert, dass sie durch einen festen, auf der Achse
gelegenen Punkt F (Brennpunkt genannt) hindurchgehen. Diese Tatsache
ergibt sich aus dem bekannten Satz der Kegelschnittlehre (vgl. etwa [4],
S.187), wonach die Tangente an einen Parabelpunkt P den Winkel zwi-
schen Brennstrahl (PF) und Leitstrahl (PR) halbiert (siehe Abb. 1).

Gibt es womoéglich andere Kurvenformen mit der optischen Brennpunkt-
Eigenschaft oder ist diese ein Charakteristikum der Parabel (und des Ro-
tationsparaboloids)? Tatséchlich ist letzteres der Fall, d.h. es gilt auch der
umgekehrte Schluss von der optischen Brennpunkt-Eigenschaft auf die pa-
rabolische Form. Um das einzusehen, ist folgende Behauptung zu zeigen:

Jede in einer Ebene gelegene achsensymmetrische und tberall differenzier-
bare Kurve, welche die optische Brennpunkt-Eigenschaft besitzt, ist eine Pa-
rabel.

Fiir den Beweis legen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit dem
Ursprung O zugrunde. Ohne Einschrinkung werde vorausgesetzt, dass die
betreffende Kurve y = y(z) durch O geht und ihr Brennpunkt F = (0, f),
f > 0, auf der y-Achse liegt, die zugleich ihre Symmetrieachse darstellt
(Abb. 1). Es wird sich spiter zeigen, dass fiir f = 0 keine Losung existiert
und daher f > 0 vorauszusetzen ist.

Wir betrachten nun einen beliebigen Punkt P = (zo, y0), in welchem die
Kurve eine nicht-horizontale Tangente besitzt. Diese schneide die x-Achse
im Punkt Q. Nach Voraussetzung wird ein parallel zur y-Achse einfallender
Strahl an P so reflektiert, dass der ausfallende Brennstrahl durch F geht.
Infolgedessen stimmen nach dem Reflexionsgesetz der mit der Tangente ge-
bildete Winkel o und der Winkel ZQPF {iberein.

Um die Brennpunkt-Eigenschaft bzgl. P analytisch auszudriicken, stellen
wir die Gleichung der Geraden PF auf. Zunéchst betrachten wir die Tan-
genten-Gleichung ¢(z) = y'(zo)(z — x0) + yo und ermitteln aus ¢(z) = 0
die Abszisse von Q als zg — yo/y'(z0). Daraus ergibt sich fiir den (von xg
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Der Anstieg des Brennstrahls ist gleich dem Tangens des Winkels ZPER =
7/2—2q; es gilt demnach fiir den Punkt P = (xq, yo) die lokale Reflexionsbe-
dingung yo = tan(7/2 — 2a)zo + f = (cot 2a)xo + f. Machen wir schliefllich
diese Bedingung fiir alle Kurvenpunkte (z,y) geltend, deren Tangente nicht
horizontal verlduft, so erhalten wir

cota —tana

y = (cot2a)z + f = (2) x4+ f, alsomit (I):
y=§(y’—;>+f. (2)

(2) ist eine gewohnliche Differentialgleichung vom D’Alembertschen (oder
Lagrangeschen) Typ. Sie ldsst sich durch Differentiation recht einfach in eine
lineare Differentialgleichung fiir p = 3’ transformieren (vgl. etwa [3], S. 52):

_p_ 1 wdp @ dp
2 2 2dx 2p2da’
Losen wir diese Gleichung nach dp/dx auf, so ergibt sich dp/dx = p/x mit

der vollstindigen Losung y(x) = Cia? 4+ Co. Wegen y(0) = 0 ist Cy =
0. Setzt man schlieBlich y = Cy2? in (2) ein, so ergibt sich 4C;f = 1.
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Die Integrationskonstante C; lidsst sich daher nur bestimmen, wenn wir
f > 0 annehmen; sie lautet dann C; = /4f, und die gesuchte Kurve hat die
Gleichung einer Parabel:

was zu zeigen war.

Bemerkung. Die soweit skizzierte Uberlegung ist typisch fiir das in der frithen
Naturwissenschaft geiibte Verfahren, eine zunéichst unbekannte Kurvenform von
einem lokalen (differenziellen) Gesetz ausgehend zu bestimmen. Ein &hnliches Bei-
spiel (unter vielen anderen) ist die von Christiaan Huygens im 17. Jahrhundert
entdeckte Schleppkurve (Tractrix). In diesem Fall ist die analytische Darstellung
erst nachtraglich, als Losung einer zuvor aufgestellten Differentialgleichung zu ge-
winnen (hier: y = —y'\/k? — y2, elementar behandelt in [6], S.50f). Im Unter-
schied dazu handelt es sich bei der Parabel um eine seit alters her wohlbekannte
Form. Machen wir aber von unseren Vorkenntnissen keinen Gebrauch und fra-
gen, welche Form aus einer reflektierenden (konkaven) Drehfldche einen perfekten
Brennspiegel macht (oder einen Scheinwerfer, bei dem eine Lichtquelle im Brenn-
punkt ein Biindel paralleler Strahlen austreten lisst), so kommt es — wie gezeigt
— zu einer Wiederentdeckung der Parabel. Nebenbei wird so auch deutlich, dass
keine andere Form diesen Zweck erfiillt (jedenfalls nicht in voller Strenge).

Spétestens im 18. Jahrhundert war dieser Problemtyp durch die entwickelte Dif-
ferential- und Integralrechnung zugénglich. Beispielsweise hat Euler 1781 Kurven
durch Eigenschaften ihrer Tangenten beschrieben, die sidmtlich auf Kegelschnit-
te fithren. In den wenig spéter veroffentlichten Vorlesungen dber Mathematik des
Georg von Vega werden die Kegelschnitte sogar ,,durch ihre Fokaleigenschaften
definiert ..., die sonst in den einschligigen Werken dieser Zeit nicht besonders
hervortreten® ([5], S.461). Das 19. Jahrhundert hat diese Methode der Formfin-
dung dann ausgeweitet zu dem berithmten Leitsatz fiir Produktgestaltung und
Architektur: ,Form Follows Function“. Das Prinzip lisst sich auch im Unterricht
nutzen (wie in [I] aufgezeigt), indem man geometrische Formen als Resultat funk-
tioneller Zweckvorgaben auffasst und so ihr Verstdndnis in einem praktischen Zu-
sammenhang vertieft.
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