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On an equational model for self-referential sentences (Summary)

Self-referential structures are widely known as a scientific topic, e.g., in cybernetics
(‘feedback’), computer science (‘recursion’), and sociology (‘re-entry’, cf. Luhmann’s
theory of social systems). Consequently, in the logical field, attempts gained in interest
to understand more thoroughly the circular and sometimes paradoxical nature of self-
referential sentences. This paper deals with the idea of interpreting them as equations in
a Boolean algebra. Equational models have been used so far in semantics and in studies
concerning the effects of forecast by Gutjahr (1995). Lan Wen (2001) showed in detail
to what extent equational modelling of self-reference can be viewed as adequate and
sound. In the sequel the method is re-established in an abstract Lindenbaum-Tarski
algebra; using its Boolean ring operations will then considerably facilitate the analysis
of ‘self-referential’ equations. Application to some examples will be given together with
a result that provides the set of all solutions in the general case.
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Uber ein Gleichungsmodell fiir selbstbeziigliche Aussagen

1. Selbstbeziigliche Aussagen als Gleichungen

Dem Eubulides von Milet (4. Jh. v. Chr.) wird die élteste und aufgrund ihrer Einfachheit schlagkriftig-
ste semantische Paradoxie zugeschrieben. Sie ist als ,,Liigner* berithmt geworden und lautet:

(D Diese Aussage ist falsch.

In (1) wird das negierte Wahrheitspradikat auf ,,Diese Aussage* bezogen, mit der (1) gemeint zu sein
scheint. Ist es moglich, Aussage (1) auf ihre Wahrheit zu priifen? Der Versuch fiihrt auf einen Wider-
spruch: Wenn sie wahr ist, dann ist das, was sie aussagt, der Fall, d.h. sie ist falsch. Ist sie aber falsch,
dann ist das, was sie aussagt, nicht der Fall, d.h. sie ist wahr. — Das hier (nach dem Doppelpunkt)
sechsmal vorkommende ,,sie* bezeichnet nach Lan Wen (2001) in vier Fillen ,,Diese Aussage ist
falsch* (mithin (1)), hingegen die beiden kursiv geschriebenen Male allein den Ausdruck ,,Diese Aus-
sage“. Im Lichte dieser Beobachtung erscheint (1) nunmehr als eine Referenzrelation:

) A:= AF

Hierin steht A fiir ,,Diese Aussage* und F fiir das semantische Pridikat ,,... ist falsch. Die Referenz :=
(,,bezieht sich auf*) kann variabel, insbesondere mehr oder weniger stark identifizierend interpretiert
werden. Sie ist lediglich einem Referenzaxiom unterworfen, das die (bei der Auswertung von (1)) be-
nutzte Regel wiedergibt. Danach ist eine Aussage A, die sich auf einen Sachverhalt S bezieht (symbo-
lisch A:=§) genau dann wahr (AT ), wenn S der Fall ist: AT o §.

An Ideen Kripkes (1975) ankniipfend hat Lan Wen einen formalen Rahmen entwickelt, der es erlaubt,
aussagenlogische Referenzbeziehungen nach dem Vorbild algebraischer Gleichungen in einer oder
mehreren Unbestimmten aufzufassen. (2) geht dabei in die Gleichung X = X F iiber. Die Verwendung
eines Platzhalters X (fiir ,,Diese Aussage*) bringt dabei in geeigneter Weise zum Ausdruck, dass ,,Diese
Aussage® nicht von vornherein auf etwas Gegebenes, sondern zunéchst auf ein noch gar nicht spezifi-
ziertes und in seiner Existenz gesichertes Sprachgebilde verweist. Im Fall des ,,Liigners* ist nun auch
formal leicht nachzuvollziehen, dass X = X F keine Losung hat: X F ist dquivalent zu ~ X T (mit ~
als Negationszeichen). Da sich X auf X F bezieht, gilt nach dem Referenzaxiom X T genau dann,
wenn X F. Insgesamt ergibt sich hieraus X F ~ ~ X F, was bei jeder Belegung mit Wahrheitswerten
zum Widerspruch fiihrt.

Lan Wen beweist ein Transfertheorem, demzufolge sich die Losbarkeit einer Referenzgleichung auf ei-
ne mit ihr assoziierte Boolesche Gleichung iibertriagt. Fiir den ,,Liigner* (1) bzw. X = X F lautet diese:

x=Xx (worin der Querstrich iiber einer Booleschen Variablen deren Negation anzeigt). Diese Glei-
chung hat keine Losung. Entsprechendes gilt fiir andere paradoxale Aussagen. Ein verwandtes, gering-
fiigig komplizierteres Beispiel ist das von P. E. B. Jourdain 1913 entdeckte Zwei-Karten-Paradoxon
(das aber schon in einem Sophismus des Johannes Buridanus enthalten ist; vgl. Hughes (1982)): Auf
der ersten Karte steht: Die Aussage auf der zweiten Karte ist wahr. Auf der zweiten Karte steht: Die
Aussage auf der ersten Karte ist falsch. Beides beschreiben die Referenzbeziechungen X =Y T und

Y = X F; deren zugehorige Boolesche Gleichungen x =y, y =X gehen nach Eliminierung von y un-
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mittelbar in den ,,Liigner (x =X ) iiber. Lan Wen hat ein raffinierteres Drei-Karten-Paradoxon' kon-
struiert, das durch das folgende Boolesche Gleichungssystem mit drei Unbestimmten dargestellt wird:

x=ylz,
3) y=x0z
z=xUy.

Hierin bezeichnen wie iiblich LJund [ldie Verbandsoperationen meet und join, welche den aussagenlogi-
schen Verkniipfungen fiir die Konjunktion (,,und*) bzw. die Adjunktion (,,oder*) entsprechen. Auch (3)
besitzt keine Losung; Lan Wen zeigt dies durch Fallunterscheidung, wobei fiir x, y,z einzig die Werte

0 (,falsch®) und 1 (,,wahr*) in Betracht gezogen werden. Ebensogut (oder besser) wiirde dies die
Elimination von y und z aus (3) bestitigen, die gleichfalls direkt den ,,Liigner* nach sich zieht (vgl.
Abschn. 3). Lan Wen zielt nicht auf eine Losungstheorie Boolescher Gleichungen, sondern darauf, ihre
Verwendung als Modelle selbstbeziiglicher Aussagen durch sorgfiltige semantische Analyse zu recht-
fertigen.

Diese Rechtfertigung lie3e sich nachtriglich auch fiir die frither erschienene Arbeit von Walter J. Gut-
jahr (1995) geltend machen, in welcher Boolesche Gleichungen ad hoc fiir eine ,,fixpunkttheoretische
Analyse* u.a. des Vorhersage-Paradoxons von O’Connor (1948) beniitzt werden. Mit dem ,,Liigner* hat
es, wie Gutjahr herausstellt, die Form einer Fixpunktgleichung gemein®:

“4) X = @x)

@ ist dabei ein Boolescher Ausdruck, der aufler von x noch von irgendwelchen Booleschen Parametern

abhédngen darf. Eine Losung von (4) ist — wenngleich ,,in zirkuldrer Weise* gegeben — gleichwohl als
durch (4) bestimmt anzusehen. Insoweit ist eine allgemeine Losungstheorie der Fixpunktgleichung von
Interesse, denn sie wiirde es ermoglichen, paradoxale selbstbeziigliche Aussagen als nicht-erfiillbare
Gleichungen zu identifizieren. In Gutjahr (1995) findet sich dazu eine substanzielle Skizze, die formal
noch weiter zu prizisieren und inhaltlich zu arrondieren ist.’

Auf der Grundlage der von Lan Wen entwickelten Transfermethode (umgangssprachliche Fassung +—>
Referenzbeziehung — Boolesche Gleichung) soll dieses Vorhaben im Folgenden durchgefiihrt werden.
An die Stelle der zweielementigen Booleschen Algebra tritt dabei die Lindenbaum-Tarski-Algebra der
klassischen Aussagenlogik. Ihre Elemente sind Aquivalenzklassen wertverlaufsgleicher Terme, so dass
von den in Rede stehenden Aussagen gerade derjenige Teil ihrer Struktur erhalten bleibt, der fiir das
Studium der Fixpunktgleichung (4) relevant ist. Zu (4) wird eine vollstindige Losungstheorie entwik-
kelt. Diese umfasst das von Gutjahr aufgestellte notwendige und hinreichende Kriterium fiir die Erfiill-
barkeit von (4) und liefert dariiberhinaus die Losungsgesamtheit von (4) in Gestalt eines Zwischenver-
bands. — Als in technischer Hinsicht vorteilhaft erweist es sich in vielen Fillen, die Rechenoperationen
in dem zur Lindenbaum-Tarski-Algebra gehorigen Booleschen Ring durchzufiihren.

" Karte 1: Die Aussage auf Karte 2 ist wahr und die Aussage auf Karte 3 ist falsch. Karte 2: Die Aussage auf Karte 1 ist
falsch oder die Aussage auf Karte 3 ist wahr. Karte 3: Die Aussage auf Karte 1 ist wahr und die Aussage auf Karte 2 ist
wahr. — N.B.: Der Vergleich von Karte 1 und 2 erweist das ,,Oder* auf Karte 2 als disjunktives ,,Entweder-Oder*.

? Niheres dazu in Abschn. 3. Der von Gutjahr herausgearbeitete Funktionsterm lisst sich sogar in die rechte Seite des ,,Liig-
ners* umformen: ¢(x) =x (am leichtesten iiber die Ringoperationen der zu Grunde liegenden Booleschen Algebra).

3 Gutjahr notiert ,,Diese Aussage* als ,,selbstreferente Aussage* o und schreibt dann (4) seltsamerweise als @ o) . Die in
Zeile (14) seiner Arbeit angesetzte Gleichung o = W(o, p) ldsst dann freilich offen, welcher Zusammenhang zwischen
@und W bestehen soll. Lan Wens spitere Analyse hat gezeigt, dass es gerechtfertigt ist, von vornherein Gleichung (4) zu 16-
sen; die etwas unklare Unterscheidung zwischen gund W wird damit hinfllig.
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2. Losungstheorie der allgemeinen Booleschen Fixpunktgleichung

2.1 — Als formaler Rahmen werde fiir alles Weitere die sog. Lindenbaum-Tarski-Algebra 2 der klassi-
schen zweiwertigen Aussagenlogik zu Grunde gelegt. 2l entsteht dadurch, dass propositionale Terme
(Formeln) der Aussagenlogik, die denselben Wahrheitswertverlauf aufweisen, identifiziert werden. Die
logischen Verkniipfungen (Negation, Konjunktion, Adjunktion) lassen sich hierbei als Operationen (~
,[10) auf A ,,hochziehen®. A erweist sich damit als (abzédhlbar-unendliche) atomlose Boolesche Al-
gebra mit den Konstanten 0 (Klasse aller Kontradiktionen) und 1 (Klasse aller Tautologien).* In 2 gel-
ten die Rechengesetze eines distributiven und komplementidren Verbandes. In iiblicher Weise werden
auf 2 die Operationen — und ~ erginzend eingefiihrt; sie entsprechen der Subjunktion bzw. der Bi-
subjunktion von Aussagen:

(5.1) a - b:=allb
(52) a o bI:(Cl - b) D(b - a)

Ferner ladsst sich auf derselben Trigermenge 2l eine Ringstruktur R(2l) etablieren, indem man eine
dem disjunktiven ,,Entweder-Oder* nachgebildete Addition + definiert und [J als (nicht ausgeschriebe-
ne) Multiplikation notiert:

(6.1) a+b:=(a 0b)0O(a Ob)
(6.2) ab:=a0b

Damit wird R(2() ein Boolescher Ring, d.h. ein kommutativer Ring mit Eins, dessen samtliche Ele-
mente a idempotent sind: a* =a. (6.1) liefert speziell: a+a=(a Oa)O(a Oa) =000=0. — Aus den
Ringoperationen konnen die urspriinglich in 21 gegebenen Operationen ~, [1 [folgendermaflen wieder
Zuriickgewonnen5 werden:

(7.1) a=a+l
(7.2) allb =ab
(7.3) alb=a+b+ab

Fiir beliebige Elemente a,b[J2 ist a <b durch die Gleichung ab =a definiert. Damit ist auf 2l eine
,hatiirliche® Halbordnung eingefiihrt. Es gilt 0<a <1; aus a <b folgt ferner ac<bc (a,b,c U be-
liebig). Mit b/a wird die Menge aller x 2l bezeichnet, fiir die a < x < b gilt. Diese einem Intervall

nachgebildete Menge ist ein komplementirer Teilverband von 2l mit a als Null- und b als Einselement
(nach Hermes (1955), S. 19 f., Zwischenverband genannt).

2.2. —Die in (5.1-2), (6.1-2) und (7.1-3) links und rechts neben dem Gleichheitszeichen stehenden Aus-
driicke sind Beispiele propositionaler Terme; ihre Werte liegen sdmtlich in der Trigermenge 2. Im
Folgenden soll fiir derartige Ausdriicke daher die Bezeichnung Boolescher Term oder kurz: 2 -Term
verwendet werden. Konstanten 0,1,a,b,c,...[J2 und ihre Platzhalter (Variablen) x,y,z,... sind (primi-
tive) A -Terme. Mit @ und ¢ sind auch @ sowie @Iy 2 -Terme, wobei [ fiir irgendeine der bisher
betrachteten zweistelligen Operationen auf 2 steht. Das Vorkommen einer Variablen x in @ werde wie

* Zu niheren Einzelheiten vgl. man Hermes (1955), S. 144 ff., oder Sikorski (1969), S. 194 {f.

> (7.1-3) ergibt sich aufgrund einfacher Umformungen. Wie iiblich hat bei der Termauswertung die Multiplikation Vorrang
vor der Addition. — Es besteht eine umkehrbar eindeutige Korrespondenz zwischen Booleschen Algebren und ihren Boole-
schen Ringen. Vgl. dazu etwa Hermes (1955), S. 114-118.
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iiblich durch @x) angezeigt (oder durch @(x,...) angedeutet, sofern noch andere relevante Termvor-
kommen in @ eine Rolle spielen). — Nach dem Booleschen Fundamentaltheorem (vgl. Bauer/Wirsing
(1991), S. 34) kann ein 2 -Term ¢ stets in einer disjunktiven Form dargestellt werden®:

®) @x)=(pLOx)U(gUx)=px+qgXx.

Hierbei sind p =¢1) und g =@0) (bei Gutjahr (1995) als ,,Proklusion* bzw. ,,Kontraklusion* be-

zeichnet). Eine einfache Umformung in R(2 ) mittels (7.1) zeigt, dass man die negierte Variable in (8)
unterdriicken kann:

(8% @Ax)=q+(p+q)x

2.3. — Mit dem in 2.1 und 2.2 zusammengestellten Riistzeug lédsst sich nun eine vollstindige Losungs-
theorie der Fixpunktgleichung (4) entwickeln. Es bezeichne Fix(@):={xUO2Alx=¢@x)} die gesuchte

Losungsgesamtheit. Aus der Fixpunkteigenschaft ergibt sich unmittelbar Fix(¢) O ¢{2]. Das bereits

von Gutjahr formulierte hinreichende und notwendige Kriterium fiir die Losbarkeit von (4) ist dann in
folgendem Satz enthalten:

9) Fix(¢) # 1 genau dann, wenn ¢ < p.

Beweis: 1. Fiir eine beliebige Losung x = ¢ x) gilt auch @ x) = @A @ x)) und unter Benutzung von (8’):
gt(ptg)x=qg+(p+rq)@Ex)=qg+(p+q)g+ px+qgx). Wertet man den zuletzt erhaltenen Term in
R(2) aus, so ergibt sich nach kurzer Rechnung pg+(p +¢)x, die Fixpunktgleichung liefert somit
g=pq,dh g<p.-2 Umgekehrt folgt aus g<p in R(A): g=gp=qgp+q+q=qp+q° +q=
q(p +q+1). Offensichtlich ist x = g eine spezielle Losung der Fixpunktgleichung, die sich mittels (8”)
auch in der Form (p + g +1)x = g schreiben ldsst. —|

Fiir alles Weitere werde nun g < p vorausgesetzt. Aus (8’) gewinnt man damit ¢&x) = px+qg+pgx,
was mit (7.3) @x) = px g ergibt. Hieraus ist die Monotonie von @ zu erkennen, denn x < y impli-
ziert px < p yund damit auch ¢x) = pxUg< pyUg=¢@y). Nun iiberblickt man leicht die Wirkung
von @ auf ganz 2. Der Zwischenverband ¢/0 wird auf g abgebildet: aus 0 <u < g folgt ndmlich we-
gen der Monotonie g = @0) < @u) < @q) = g . In vollig entsprechender Weise ist zu sehen, dass 1/ p
auf pund p/q auf p/q abgebildet werden.

Insgesamt resultiert hieraus: g2]= p/q, also auch Fix(¢) [J p/q . Dariiberhinaus ldsst sich sogar zei-
gen:

(10) Fix(¢) = plq.

Beweis: Es bleibt lediglich noch nachzuweisen, dass jedes xU p/g Fixpunkt von ¢ ist. Sei daher
g < x £ p angenommen. Dann gilt @x) = pxUg=pxUpg= p(xUg).Nun hat man unter Beachtung
von g<x nach (7.3): xUg=x+g+xqg=x+qg+g=x und wegen x < p schlieBlich @&x)=px=x.
-

® Man beweist dies durch Induktion iiber den Aufbau des Terms. Den Induktionsanfang bilden die Konstanten und Varia-
blen. Fiir den Induktionsschritt geniigt es, neben der Negation nur eine zweistellige Verkniipfung (z.B. Adjunktion) zu be-
handeln.
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(9) und (10) bilden zusammen das Hauptresultat, mit dem zu jedem beliebigen Booleschen Term ¢ die

Losbarkeit der Fixpunktgleichung (4) entschieden und ggfs. die Losungsgesamtheit angegeben werden
kann.’

3. Anwendung auf Beispiele selbstbeziiglicher Aussagen

Die im Folgenden skizzierten Anwendungsbeispiele legen die Vermutung nahe, dass paradoxale selbst-
beziigliche Aussagen durchweg auf die Fixpunktform des ,Liigners* dquivalent reduzierbar sind. Fiir
jedes Beispiel wird der Boolesche Term @ der zugehorigen Fixpunktgleichung angegeben und die Lo-

sung (mittels (9) und (10)) diskutiert.

3.1. Das Drei-Karten-Paradoxon (Lan Wen 2001):

Das eingangs aufgestellte Gleichungsmodell (3) enthilt drei Variablen; es sind y und z zu eliminieren,
um eine Fixpunktgestalt zu erzielen. Am einfachsten erweisen sich wieder Umformungen im Ring
R(21). Wird die dritte Gleichung von (3) in die erste und zweite Gleichung eingesetzt, so ergibt sich:
x=y(l+xy)=y+xyund y=(1+x)+z+(1+x)z=1+x+x>y=1+x+xy.Elimination von y fiihrt
dann direkt auf die Form des ,,Liigners*: x=(1+x+xy)+xy=1+x=Xx = ¢@x). Die Werte ¢ =1 und
p =0 zeigen, dass kein Fixpunkt existiert.

3.2. Eine Paradoxie fiir Sancho Pansa:

Cervantes beschreibt im ,,Don Quixote* (Buch II, Kap. 51), wie man den schlichten Knappen des Titel-
helden nach seiner (nur vorgespielten) Ernennung zum Gouverneur einer Insel mit einer paradoxen Si-
tuation verwirren will: Sagt jemand, der die Insel betritt, die Unwahrheit, so wird er — einer Gesetzes-
vorschrift zufolge — gehéngt, anderenfalls wird er nicht gehingt. Hier ist ein Mann, der behauptet, er
werde gehingt. Was soll mit ihm geschehen? — Es ist eine Gesamtaussage zu bilden, welche die beiden
Fille ,,Unwahrheit — Gehidngtwerden®, ,,Wahrheit — Nicht-Gehédngtwerden* mit der Aussage a des
,Gehingtwerdens verbindet. Geeignet ist dazu der Boolesche Term @ x,a):=(x - a) U(x - a)Ua.

Er ldsst sich mit wenigen Rechenschritten in R(2() zur ,,Liigner“-Variante a x umformen. Esist g =a,
p =0. Eine Losung (ndmlich: 0) gibt es infolgedessen nur fiir @ =0, d.h. wenn ,,Gehdngtwerden* nie-
mals stattfindet.

3.3. Das Vorhersageparadoxon von O’Connor (1948):

Jemand kiindigt ein Ereignis fiir die Zukunft an, dessen tatsidchliches Eintreten iiberraschend (d.h. nicht
vorhersagbar) stattfinden werde. — Das Paradoxe darin kommt am besten zum Vorschein, wenn man
(ohne Einschrinkung!) nur zwei mogliche Zeitpunkte annimmt, zu denen das Ereignis eintreten kann.
Tritt es zum Zeitpunkt 1 nicht ein, muss es zum Zeitpunkt 2 eintreten, wére dann aber vorhersagbar und
konnte deswegen gerade nicht eintreten. Damit ldsst es sich fiir den Zeitpunkt 1 vorhersagen und kann
insgesamt iiberhaupt nicht stattfinden. — Es sei auf die detaillierte Analyse bei Gutjahr (1995), S. 54-57,
verwiesen, die auf den Booleschen Term ¢ x,a):=((x - a) - (x —» a))Ua fiihrt, worin a fiir das an-

gekiindigte Ereignis steht. Wie bei 3.2 liefert die Auflésung von @ via Ringoperationen die ,,Liigner*-
Variante a x . Demnach existiert fiir a # 0 kein Fixpunkt und es liegt ,,tatsdchlich ein circulus vitiosus*
vor (Gutjahr, S. 55).

! Gutjahr (1995) driickt (9) in seinem Hauptergebnis (d.i. Satz 3.1, S. 60) durch die Formulierung aus, wonach ,,aus der Kon-
traklusion die Proklusion logisch folgt“. Die (echt) zwischen g und p liegenden Losungen werden dabei ausgelassen. Sinn-
gemif handelt es sich dabei um alle Folgerungen aus der Kontraklusion, welche ihrerseits die Proklusion nach sich ziehen.
In der zweielementigen Booleschen Algebra werden diese Zwischenwerte leicht iibersehen.
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3.4. Das Paradoxon von Lob (1955):

Sei A eine beliebige Aussage und B die Aussage: ,,Wenn diese Aussage wahr ist, dann A*“. — Es besagt
also B: Wenn B wahr ist, dann A. Angenommen B ist wahr; dann auch A. Dies beweist: Wenn B wahr
ist, dann A. Daher ist B, das ja gerade dies behauptet, tatsdachlich wahr, und also ist A wahr. Das ist ein
Widerspruch, da A beliebig (somit auch beliebig falsch) vorgegeben sein kann. — Die Analyse bei Lan
Wen (2001), S. 46, fiihrt auf die Referenzgleichung X =(X — A). Deren assoziierte Boolesche Glei-

chung lautet daher x = @ x,a) :=x - a. Sie besitzt eine Losung genau dann, wenn ¢ =1< p =a, d.h.

a =1 gilt. Das bedeutet aber gerade: Die vorgegebene Aussage A kann nicht wirklich beliebig sein,
sondern muss wahr sein. Die Fixpunktgleichung x = @{x,a) ldsst sich in R(2( ) umformen zu x =a x.

Diese ,,Liigner“-Variante ist 16sbar fiir =0 (in Ubereinstimmung mit dem zuvor ermittelten a =1 ).8

3.5. Ipsofaktische Wahrheit (Selbstbewahrheitung):

Die Aussage A: ,,Dieses Buch ist ein Mingelexemplar* wird zum Beleg ihrer durch sich selbst erzeug-
ten Wahrheit, sobald sie einem Buch auf den Schnitt gestempelt wird. Auch die bekannten Beispiele ei-
ner ,,self-fulfilling prophecy* gehoren in diese Kategorie selbstbeziiglicher sich selbst bewahrheitender
Aussagen. Ein Widerspruch entsteht hierdurch nicht. Demnach miisste ein Boolescher Term @(x,a),

der ipsofaktische Wahrheit modelliert, einen oder mehrere Fixpunkte haben. — @ lésst sich in dhnlicher
Weise gewinnen wie in 3.4. B sei die Aussage: ,,Wenn diese Aussage A impliziert, dann A*. Hieraus re-
sultiert @A x,a) =(x - a) - a=x+ax.Somitist g=a und p =1, d.h. alle x mit a < x <1 sind Fix-
punkte. Ein solches x konnte z.B. die Aussage sein: ,,Dieses Buch hat einen erméBigten Preis*, ndmlich:
als Folge der Tatsache (Kontraklusion a), dass es ein Médngelexemplar ist.
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